Série 4 — Resolugdes - Prof Killian Lobato — ver.4, 30/12/2021

Notas

V4 — correcao de algumas gralhas e agora todas as preguntas do enunciado t€m aqui as resolugdes
completas.

Por vezes o albedo ¢ descrito com o simbolo a e por outra vezes com o simbolo 4. Pode gerar confusao,
porque o simbolo para absortancia normalmente ¢ o o também.
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1

Assumir que estamos a falar da superficie da Lua que estd virada para o Sol (a Lua gira sobre si propria em
relacdo ao Sol uma vez por més).

Como o raio da orbita da Lua a volta da terra (d) é uma distancia muito menor que a orbita da Terra a volta
do Sol (dr), a distancia que a Lua esta do sol dl. ¢ igual ao valor da 6rbita da Terra.

d,>>d
~dp=d,
A esta distancia sabemos que a radiagao solar interplanetaria tem um valor de:
S, =1366 W/m’
Este ¢ o valor de radia¢dao que consideram que chega ao topo da atmosfera da Terra. Ou seja, este ¢ o valor da
radiacao que chega a Lua.

Na pergunta nao estd definida o angulo de incidéncia da radiagdo sobre o solo da Lua em questao. Como tal,
vamos assumir que estamos no equador da Lua, ou seja, o angulo de incidéncia da radiacdao solar ¢
perpendicular.
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Sabendo o valor da radiag@o solar interplanetaria na orbita da Terra e Lua, e assumindo que estamos no
equador da Lua, e sabendo que a Lua ndo tem atmosfera, podemos concluir que a radiagdo incidente na
superficie da Lua ¢ de:

S, =1366W/m’ =G.

Para obter a temperatura de emissao, precisamos de saber qual a poténcia de emissao da superficie da Lua.
Temos de assumir que a superficie da Lua em questdo estd em equilibrio térmico, ou seja, ndo estd a mudar
de temperatura, ou seja a toda a poténcia absorvida (Gabs) € igual a poténcia emitida (E1).

Gy = EL
Tendo o albedo da superficie da Lua, 4=0.12 podemos calcular radiagdo absorvida.
G,.=G(1-A)
=1366W/m’ x(1-0.12)
G, =1202W/m’
Ou seja, a poténcia de emissdo da superficie da Lua é:
Gy = Ey
G, =1202W/m’
< E, =1202W/m’
Assumindo que a emissividade da superficie da Lua ¢ similar ao seu albedo, podemos calcular a temperatura
de emissdo a partir da equacdo de Stefan-Boltzmann.

Comegamos com a equagdo Stefan-Boltzmann e aplicamos a relacao de albedo e emissividade:

E =¢oT*
e=1-4
E=(1-A)oT*
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Sabendo que poténcia de emissdo tem de ser igual a poténcia absorvida, e assim utilizando a expressdo para a
poténcia absorvida, temos uma expressdo para a poténcia de emissdo em fun¢do da poténcia incidente € o
albedo:

Gabs = EL
Gpo=G(1-4)
E =G(1-4)
Como ja temos duas expressoes para a poté€ncia de emissao, podemos calcular:
E=(1-A4)oT*
E =G(1-4)
(I-A)oT* =G (1-4)
oT'=G
)
T= ‘{E:\/ 1366}““ — =394K=121"C
c 5.67x107"Wm K

Esta ¢ a temperatura maxima que a superficie da Lua chega em zonas do equador que estejam viradas para o
Sol.

Para os alunos que estiveram atentos as aulas, vao perceber que o que pergunta efectivamente pede ¢
temperatura de emissdo da lua. Primeiro temos de perceber qual ¢ a poténcia total absorvida pela Lua. Ja
sabemos qual o fluxo de radiagdo solar interplanetario. A esfera da Lua projecta uma sombra em disco, e ¢
este disco que nos indica qual o total da poténcia de radiacao que incidente na superficie da Lua.

A éarea do disco de sombra projectada pela Lua é:
a, =nr,’
1, =1737km =1.737x10°m
a, =7(1.737x10°m)" =5.9x10"m’
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Ou seja, a poténcia absorvida pela Lua ¢ definida pela area do disco e a poténcia de radiacao incidente:
P, =a,S,(1-A)

=5.9x10"m’ x1366 W/m’ (1-0.12)
=7.1x10"W

A temperatura de emissdo ¢ definida como a temperatura que a superficie teria se fosse um corpo negro (ver
aulas tedricas). Ou seja, para calculara temperatura de emissdo, a emissividade da superficie ndo ¢ tida em
conta, assume-se que tem o valor de 1.

A Lua esta em equilibrio térmico, ndo estd a aquecer nem a arrefecer. Portanto, a poténcia (Pe) de emissao
terd de ser igual & poténcia absorvida (Paps).

No entanto, o tamanho da superficie emissora ¢ a da esfera da Lua, ou seja, a area de emissao ¢:
a, = 4nr,’
1, =1737km =1.737x10°m
a, = 4n(1.737x10°m)” =236x10°m’

A poténcia de emissao da Lua (P.) € em funcao da densidade de poténcia de emissdo (E£1) e a sua area total:

Fo=ak,
E =¢oT)
P =aocT'

Ja temos duas expressdes para a poténcia de emissdao da Lua, podemos calcular a temperatura de emissao:
_ 4
P.=a,oT,
])e = F:lbs

P.. =a,S, (1— A)

a

P =a,S,(1-A)
na ol =a,S,(1-4)

a8, (1-4)
=
a,c
_ 2
a, =Ty
_ 2
a, =4mnn

=270K

_4{/ 1366 W/m* (1-0.12)
N 4x5.67x10 Wm2K™
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Antes de abordar a pergunta, vamos demonstrar como se pode calcular a poténcia da radiagdo solar que chega
a Terra.

Sabendo que a temperatura da superficie do Sol ¢ de 5800 K (ja devem saber como sabemos este facto),
podemos calcular a poténcia de emissao do Sol.

Primeiro a densidade de poténcia de emissao do Sol:
P =oT’
T, =5800K

Py =5.67x10 Wm K™ x(5800K )’
=6.42x10"°Wm™
Podemos agora obter a poténcia de emissao do Sol, sabendo o seu raio e assim a sua area superficial:
ag = 47ch2

%, =696,000km = 6.96x10°m
~.ag=6.09x10"m’

P,

S,tot

P, =6.42x10°Wm™

=asly

P, =6.09%x10"m’x6.42x10°Wm™

** 7 S,tot
=3.91x10*W

A distancia que a Terra estd do Sol, o Sol pode ser considerado como fonte pontual. Ou seja, a poténcia
interceptada por uma superficie a uma distancia r, decai inversamente com o quadrado da distancia. No
entanto, isto ¢ verdade porque toda a poténcia de radiagdo emitida pelo Sol tem de atravessar a superficie de
uma esfera definida por um raio. Quanto maior o raio, maior a area superficial da esfera, e assim maior a
dilui¢do da poténcia S nessa superficie que tem um raio d (distancia entre o Sol e a superficie da esfera).

P

S — S,tot
4nd?

Para a Terra:

dpq, = 1.50 X 101 m

PS,tot

A) Earth = dxd 2
T AEarth

P o = 3.91 X 10*°W
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g 3.91x 10°W
** OFarth =

U 42(1.50x 10"'m)”
= 1380Wm™>

Tendo em consideragdo erros de arredondamento, estamos muito proximos da constante solar de
1366 Wm™, com um erro de 1%.

Vamos agora seguir o raciocinio sem valores, para ver a expressao que obtemos no fim.

_ 4
P =oT,
])S,tot = aS])S

= 4qr?
ag = amry

P, =4 o T

° 7 Stot

P,

S, tot
4rd?

2 4
_1xoly

dZ

S:
Y

E agora com valores:

rq = 6.96 x 10%m
Ts = 5800K

dgap = 1.50 x 101 m

2
(6.96 x 10°m)"5.67 x 10" *Wm~2K™* x (5800K)*
112
(1.50 x 10''m)

“+ OFarth =

= 1380Wm™

No caso da Terra, e assumindo que ndo tem atmosfera, podemos calcular a temperatura de emissao, seguindo
0 mesmo raciocinio similar da pergunta 1. A Terra tem um albedo de Agarth = 0.3.

A Terra esta em equilibrio térmico, portanto a poténcia absorvida pela superficie tem de ser igual a poténcia
emitida pela Terra.

Ijezl)abs
P.=cT’
Pabs :S(I_A)
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No entanto, a Terra ndo ¢ um disco, mas sim uma esfera. Ou seja, a poténcia absorvida ¢ equivalente de um
disco com o mesmo diametro que a esfera, mas a poténcia emitida ¢ da area da esfera. Ou seja, sabendo que
o racio entre a area superficial de um disco e de uma esfera ¢ de Y4, a poténcia absorvida ¢ V4 e, portanto, temos
de reescrever a expressao de cima tomando isto em conta.

P=P

abs

P, =cT’

1

Poe=7S(1-4)

abs

Como ja temos uma expressao para a densidade de poténcia de radiagdo a uma distancia d do Sol

2 4
1ol

S = 7

A poténcia absorvida é:
1
Pabs = Z S (1 - A)

2 4
r; oy

S= PE

1 o !
S=—(1-4)3=s
4( ) dZ

Podemos igualar as expressoes equivalentes:

Pe F:lbs
P.=oT}
1 roT*
P, =S==(1-4)5"5
abs 4 ( ) d2

AT =L Ayfﬁ74

4

T4=lr5_
447

T = TJEEQ@—A)

Esta expressdao permite calcular a temperatura de emissdo de um planeta, assumindo que este ndo tem
atmosfera que absorva radiacdo incidente e/ou reflita ou absorba radiagdo emitida pela superficie.

(1-4)T

Utilizando os valores tabulados podemos calcular a temperatura de emissao para todos os planetas na tabela:
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Jupiter Venus Mars Earth
raio do Sol 6.96x10% m
Distancia ao Sol 7.80x10" m 1.08x10" m 2.28x10'" m 1.50x10" m
albedo 0.73 0.75 0.15 0.30
T. 88 233 217 256
Medido Tt 130 700 220 288

A temperatura medida de Jupiter € superior a sua temperatura estimada. Para Vénus ¢ bastante superior. Para
Marte a diferenca e nula. Para a Terra a medida ¢ superior.

A origem da temperatura superior para Jupiter € outra.

Vénus tem uma atmosfera muito densa composta maioritariamente por CO». Portanto, o efeito de estufa ¢
bastante forte.

Marte quase nao tem atmosfera, mas a que tem € composta de CO». No entanto, ndo ¢ o suficiente para causar
um efeito de estufa relevante.

A Terra, explicado nas aulas T.
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3
Comegar com o sistema de equagdes em forma de matrizes dada nas T.
SO
-1 g (1_81)82 Ts4 HS_?(I_OL)
g 2g, ge, |x|T'|=—| H_—-H,
(e}
(1-¢)e, &g, -2, T} -H,

De modo a simplificar, utilizamos a mesma notagao que nas aulas T.

Superficie, S; camada de nuvens, 1, camada de aerossois, 2.

Queremos encontrar o albedo a. Vemos que do sistema de equacdes podemos escrever:

S,
-1 e (1-g)e | | T 1 HS_TO(I_OL)
g 2¢, ge, |x|T'|=—| H, —H,
(1-¢)e, €g, -2, 7, ° ~-H,

De seguida percebemos que temos s6 uma equagao que contem o albedo:

(—1,81,(1—81)82)'(7"54,]“14,]“24) = l(HS —%(l—a)j

c
Ou seja:
4 4 s 1 So
T +e Tt +(1-g)e, ! =—| Hy-—2(1- )
c 4
Agora ¢ s6 uma questao de “dar a manivela”:

1 S
A A A *(Hs - 70(1 - 0“))

c
(7(—Ts4 +eT T +¢&,T, —¢ge,T. ) 5 (1 -a)
cs(—Ts4 +e T +&,T,* —g5,T, ) 1-a)

Hy - 0(—];4 +e T +e,T, - 81827"24) = ?0(1 -a)
4
S—[HS - cs(—TS4 +e T+, - 81827;4):| =l-a

0

a=1- SiU[HS - G(—Tf +e T+, - S]SZTZA)J

Aplicamos a condicdo dos albedos:

10
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oc:l—Si[HS —cs(—Ts4 +gT"

0

g=0o,=1-p =1-4
g =0, =1-p,=1-4,
A, > A,
g, > ¢,

O<ex<l

81827'24 < 827-'24

[Hy-o(-T} +&1

+ 82Tz4 - 8182Tz4 ):|

+ ssz“)J

[Hy=o(-T! + (1= 4) T +(1- 4,) 1)

Como ndo temos informagdo de como as temperaturas se comparam, 7; < 7, ndo podemos simplificar mais.

Podemos analisar a pergunta a partir de outro ponto de vista, utilizando a ideia de multiplas reflexdes. Aqui
vamos utilizar a mesma notagdo encontrada no enunciado. Veremos que isto facilita na elaboragdo das

equagoes: camada de nuvens, 0, camada de aerossois, 1.

Temos:
e radiacgao / incidente sobre a atmosfera;
e R ¢ aradiacdo que € reflectida de volta ao espaco;
[ ]
nuvens (camada 0); e,
[ ]
[ ]

Ou seja, visualizando esta construcao na figura abaixo:

Ry

D ¢ a radiacdo que transmitida através da primeira camada aerossdis (camada 1) para a camada de

U ¢ aradiacao que ¢ reflectida a partir da camada de nuvens de volta para a camada de aerossois.

n indica nimero reflecg¢des a partir da camada de nuvens sofridas pela radiacao.

H‘-u+ 1

Albedo Ag

Ro ¢ radiagdo que ¢ reflectida pela primeira camada, ou
aerossais, simplesmente sofreu uma primeira refleccao.

seja, esta radiacdo nunca atravessou a camada de

11
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Dy ¢ primeira radiagdo que ¢ transmitida através da camada 1. Assumindo que ndo existe absorc¢ao de radiagdo,
temos:

D,+R,=1
Tendo em conta os albedos, a primeira reflec¢ao ¢:
R,=A41

Como Ao>>A1 podemos negligenciar esta primeira refleccao.

E a primeira radiacdo transmitida através a camada de aerossoéis (camada 1) é:
Dy=(1—-4)1

E a primeira radiacao reflectida a partir da camada de nuvens €, portanto:

U, =4,D,
D, =(1-4)1
Uy = 4,(1-4)1

A radiagdo Uy que volta para a camada de aerossois, parte dela vai ser reflectida de volta para a camada de
nuvens:

D, =AU,
Uy = 4= A)1

D, = A4A4,(1-4)1
A outra parte desta radiagdo atravessa a camada de aerossois de volta para espaco:

R =(1-4)U,
U, =4,(1-4)1

R =(1-4)A4,(1-4)1
= A= A)

A radiagdo D1 que volta de novo para a camada de nuvens sofre novamente uma reflecc¢ao:

U, = AODI
D =A4U,
U, = AoAon
U, = AoDo
U, = AoAleDo

Para melhor compreender o processo iterativo, construimos uma tabela e vamos até n = 2:

12
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Dn Un Rn
D, =(1-A)I Uy = 4,(1— A)I R ,=Al
D, =AU, U, = 4,D, R =(1-4)U,
Uy =4,(1-4)1 D, = A1U0 Uy =A4,(1-4)1
Dy = 44,(1-4)1 U1:A0A1U0 Rlz(l_A1)Ao(1_A1)1
U,y = Ay(1- 4)1 R =4,(1-4)"1
Uy =4,44,(1-4)1
D, = AU, U, = 4,D, R, =(1-4)U,
VU = A4,44,(1-4)1 D, =AU, U, = Ay A Ay (1- A)1
D, = 44,4.4,(1-4)1 U, = 4,AU, R, =(1-4) A4 A4 4,(1-A)I
D, =(A44,) (1-4)1 21U, = 4,D, Ry =4, (1-4)" 44,1
U, = 4,4,4,D,

v Dy = A 4,(1-4)1
U, = 4,44, 4,4,(1- 4)1
U, = 4, (44,) (1= 4)1

Dy =(-4)I
Dy = A44,(1- 4)1

D, = (Ale)Z (1-4)1

D, =(44,)" (1-4)I

Uy = 4,(1- 4)1
U, = 44 4,(1-4)1
U, = 4, (44,) (1= 4)1

U, =4, (44,)" (1= 4)I

R =Al
R =A4,(1-4)1

R, =4, (I_Al)z A4, 4,1

n<l
1

R, =A0(1—A1)2 (Ale)n_ 1
R =4, (1 - A1)2 (Ale )n 1

Podemos agora somar todas as refleccdes (que € o que necessitamos para calcular o albedo global)

13
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R=)'R,

0
R:Ro+an+1
0

R, =41
VR =4 (1 - Al)z (Ale )n 1

R= A11+§A0(1—A1)2(A1A0)"1

= {Al +, (l—Al)ZiA(AIAO)H}I

0

Sabendo que temos uma soma do tipo:

Podemos escrever que:

~

R:{AI_FAO(I_AIY}
1= 4,4,

Assim ja temos uma expressao para o albedo global:
R=A41

Aou—Al)Z}

R=|4+
1— 4,4,

14
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4
4.1

Assumimos que a Terra estd em equilibrio térmico. Ou seja, a poténcia absorvida pela superficie da Terra ¢
igual a poténcia emitida.

Pps = B

A poténcia total absorvida por uma esfera que esta a interceptar radiacdo paralela e uniforme ¢ em fungio da
area projectada pela esfera. A area projectada pela sombra da Terra é:

ap = mrp?
A poténcia total de radiacdo total absorvida pelo planeta Terra é:

Py = (1 — A)Symrp?
A area superficial da Terra é:
ar = 4mre?
Ou seja, a poténcia média absorvida pela Terra é:
Pys (1= A)Symrp®
ar 4mrp?

1
Gaps = = Z(l —A)S,

A poténcia total de emissao radiativa da Terra ¢:
Pe = ET X ar

Mas, como ja temos a poténcia da radiagdo absorvida por unidade de area, podemos trabalhar directamente
por unidade de area.

Pyps = B
. Gabs = ET

A densidade de poténcia de emissdo da Terra €, portanto:
_ 4
ET =0 Te
Aqui assumimos que a Terra emite como um corpo negro.
Podemos agora igualar as expressdes para encontrar o albedo.

Gaps = Ee

1
Gaps = Z (1 - A)SO

Er = oT,*

1
2 (1-A4)S, = oT.*

15
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Podemos agora colocar a expressao a ordem da temperatura de emissao:

+[1(1-A)S
=l

Como a pergunta nao define a intensidade da radiagdo incidente (embora deverao saber), € possivel resolver
a pergunta sem esta informacao.

Para a temperatura de emissdo de T, ; = 255 K o albedo ¢ de A; = 0.3. A pergunta pede qual a temperatura
de emissdo T, =7 para um albedo de 4, = 0.1.

Ou seja:

+[1(1-A4,)S,
T2* NE o +|(1-4)
Ter* +[1(1=4)S, 1—4D
4 o

E podemos colocar a ordem da temperatura requerida:

E agora podemos calcular:

16
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5
5.1

Antes de comegar rever apontamentos das aulas T com cuidado.

Houve um decréscimo na temperatura média do planeta Terra. Ou seja, ou balango entre a poténcia de
absorcao e emissdo foi alterado para diminuir a temperatura de emissao do planeta Terra. Neste caso, podemos
admitir que o albedo da Terra aumentou, ou seja, mais radiacdo incidente sobre a terra foi reflectida antes de
ser absorvida pela superficie da Terra (e uma pequena parte pela atmosfera). E dificil argumentar que o
decréscimo da temperatura poderia dever-se, ndo ao aumento do albedo, mas sim a diminui¢do do efeito de
estufa. Isso necessitaria de uma diminuicao de gases de efeito de estufa significativa e cujo efeito se faria
sentir durante mais do que dois anos. Portanto, ¢ provavel que a erup¢ao do vulcdo colocou particulas na
atmosfera, que serviram para reflectir mais da radiacdo visivel incidente sobre a terra.

5.2
Podemos utilizar a equacao obtida nas perguntas anteriores que relaciona o albedo e a temperatura de

emissao:

+[S
T, = ﬁ(l—A)

Neste caso sabemos qual foi a variagdo da temperatura Te ; — Te, = —0.5K. Embora a pergunta ndo o
explicita, podemos assumir um albedo de antes da erupcao de A; = 0.3.
Podemos escrever as expressoes para as duas temperaturas de emissdes em fungao do albedo:

So
Te,l = %(1 - Al)

A sua diferenca ¢ conhecida:

So 418,
Te,l_ e,ZZAT: E(l_Al)_ E(l_AZ)

Arrumando a casa:

4 SO 4 SO
AT = E(l_Al)_ E(l—AZ)

AT = i—;{i/(l —4) - T -4}

Por esta abordagem necessitamos de saber S,. 0 € uma constante. Nao podemos seguir pelo caminho do récio
entre T p € Te, porque s6 temos a diferenga. Neste caso necessitimos de assumir que sabemos o valor de

S, = 1366W/m?.

17
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Colocamos a expressao a ordem do albedo que queremos encontrar:

4|8 4|8
AT—\/E(l—AJ——\[E(l—Az)
4S8 4S8
’@(1—A1)—AT— ’E(l—Az)
4
4’50 So
E(l—AJ_AT _E(l_AZ)

4

4o [ +|S,
—| |-——(@-4,)—-AT | =1-4A
5 /40( ) 2
4
4o [ +|S,
A, =1——| |-——(1-A4,) —AT
2 s, /40( 2)

E calculamos:

P 4o +[1366W/m? (1-03)— 0.5K
277 1366W/m? 4o e '
A, = 0.3055
Ou seja, um aumento no albedo de % = 0'10355 = 1.8%
1 .

18
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6

Nas aulas teoricas temos a seguinte relacao:

1
2 4
TS:(Z—S) Te

Aplica-se quando temos uma atmosfera transparente a radiacdo incidente (visivel) mas ndo para a radiacao
emitida pela superficie do planeta.

Sabemos que a absor¢do « ¢ igual a emissividade €. Ou seja:
1

2 4
TS:(Z—a’) Te

Colocamos a ordem de absorgao:

E podemos calcular para as duas condigdes:

O coeficiente de absor¢ao teria de aumentar — = 4%

0.80
0.77
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